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DE DIRICHLET PARA ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO
par
Luis A. ORTEGA
ABSTRACT. It is shown that for a Dirichlet's peri-
odic problema studied by Lazer:
L(u) = g(x,t,u)+f1(x,t)+s0(x,t) In rtxffi
u(x,t+T) ::u(x,t), Uldrtxffi= a
where rt is a bounded domain in ffiN.,and certain restric-
tions are assumed for g, f1, and 0, there exists a num-ber a(f1) such that the problem has at least two solu-tion if s < a(f1), and at le st one if s = a(f1).
1. I ntraducc ion. Arnbrosetti y G. Prodi demostraron en
[lJ un resultado muy importante referente al siguiente pro-
blema de Dirichlet.
-Is» = gCu) T f I x ) en rt. u _ 0 en drt, (1)
Nen donde rt es un dominio acotado enffi , con una frontera d~
d 2+a C2,e clase C , g::n<.-+ lR es na funci6n de valor real,
tal que g"(s) > a para todo s Effi, y
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o < lim g'(s) < A1 < lim g'(s) < A2, (2)s-xx:>
donde A1,A2 son los dos primeros valores propios del si-
guiente problema de valor propio:
-L1u = Au en D, u _ 0 en aD. ( 3)
Ellos probaron, balo estas hiDotesis, la existencia de una
1 00 -C -variedad M en C (D), que divide a este espacio en dos
conjuntos abiertos G1 y G2 con las siguientes propiedades:
(i) Si f € G1, el problema (1) no tiene solucion.
(ii) Si f E M, el problema (1) tiene exactamente una solu-
cion.
(iii) Si f E G
2
, el problema (1) tiene exactamente dos so-
luciones.
Por su parte, M.S. Berger y E. Podolak han demostrado
.1
en [9J el siguiente resultado: Para cada f1 E N existe un
numero real a(f
1
) para el cual el problema de Dirichlet:
-L1u = g( u ) + t¢ + f 1 en D u _ 0 en aD , ( 4)
no tiene solucion si t > a(f1), tiene exactamente una solu-
cion si t = a(f1) y tiene exactamente dos soluciones Sl
t < a(f1), donde ¢ es una funcion propia del problpma (3)
que satisface f¢2 = 1 Y N~ = {f E Ca(~) I jf¢ = o l.
J.L. Kazdan y r.w. Warppr [5], H. Amann y P. Hess [2J
y E.N. Dancer [41 probaron resulrados simil res referentes
al problema (4). En [6J ' Alan C. Laz er: dernost r-o que d da
.'.
f1 e:: N", existe un numero a(f1) tal que el siguiente pJ1..0bie.-
rna pe.tt-t6 dec. 0 de. D.{Meh.i u:
{L[u] = g(x,t,u)+f1(x,t)+s¢(x,t) en~,
u(x,t+T) = u(x,t)}, (5)
con u I Cla<IR= 0, tiene s o.luc i.on Sl S < a(f
1
), y no tiene
solucion Sl S > a(f
1
), en donde ¢ es solucion del problema
de valor en la frontera:
{L[¢] = \¢, ~> 0 en~, ¢(x,t+T) = cjJ(x,t),
¢ f Clrt>@.- O} ( 6)
cuando A1 es el valor propio principal, ¢* es la solu-
cion del problema de valor en la frontera:
{L*(¢*) = A1¢* ,cjJ*> 0 en rt~,
¢*(x,t+T) = ¢*(x,t),cjJ*rCl~~ - a}, (7)
y en donde,finalmente:
L[u]
N~': = {f e: eCi(OXIR) I f( x , t+T) _
au N N a2u
= at - (.I
1
.I ai]·(o)ax.ax.




+ I b.(o)~ + eu),
i=l l aXi
(e :s 0), (8)
L* es el operador adjunto de L, y los coeficientes de L son
periodicos con perlodo T.
A
En el mismo artlculo Lazer demostro que si A < A1,a -entonces para todo f e: e (O><IR). fCx,t+T) = fCx,t), existe
u e:: C2+CiW><IP.)tal ,[uC'
L[uJ = \u+f, uc.,t+T) - u(x,t), utartXJR- 0 (9)
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Si f ~ 0, f f 0, entonces u > ° en ~~. En este articulo
demostramos que el problema (5) tiene pOI' 10 menos dos so-
luciones si s < a(f1) y pOI' 10 menos una solucion si
s = a(f1)'
2. Definiciones y notaciones. Denotaremes con ~ cJRN
(N ~ 1) a un dominio acotado con front era de clase C2+a,
para aLgfm a e::: (0,1), con [a,bJ a un int ervalo compacta y
con u, a una f unc ion de valor real, Jefinida en r2x[a,b] = Q.
Escribimos u e::: Ca(Q) si el numero
< 00
El conjunto de todas e31as funciones es un espacio de Ba-
nach, con la norma ~u~ a = m§x ~u(x,t)~ + HQ(u).
C (Q) (x,tkQ a
Se escribe tambi2n u e::: C2+a(Q), si u ,ux·,ux·x·'ut l l J
per-tcnec en a Ca(O), para 1~ i, j 0:: N j la norrna Ilull2 a(Q)C +
se define como la suma de las Ca(Q)-normas de tod3s estas
funciones. Similannente, C1+a(Q) se define cemo el canjunto
de todas las funciones u definidas en Q, tales que u y ux·
]
1 ~ i ~ N, perteneceIJ a Ca( Q). Se ",scribe u e::: Ca(SlXJR),
ita - 2+a - a -. [ ](C (DXF) , c (DXJPJ respec .ivarnerrte), si u c C (Dx a ,b ),
(C1ta(r2x[a,b]), c2+a(~x[a,b]) respectivam2nte) para cual-
qui er a,b e:::]\, a < b.
Denotamos con F al espacio de Banach conformado pOl'
- a-las func ioncs f e:::CWXJR) , tales que f(x,t+T) - f(x,t),
con la norma I'IIF definida pOI' Ilf!caCr2X[O,T]) = ~fIF' Con
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E denotamos al 2sp~cic de Banach de todas las funciones
U E C2+a(DXF) que satisfacen u(x,t+T) ::u(x,t) en ~JR y
u(x,t) = 0, para todo (x,t) E d~~, con la norma ~·IE defi-
nida por IJuliE= lIullca+2(~x[0,TJ)'
En 10 que sigue, L d2notara al operador definido en
(8) con las siguientes csndiciones:
A1) Los coeficientes de L son periodicos en t con pe-
r:iodo T.
A2) a .. ( • )
E C2+aW><IR) , 1 ~ i, j ~ N, a .. = a .. ,
lJ lJ Jl
b , ( • ) E C1+a(DXJR) , 1 ~ i ~ N,
l
a -C e: C ( ~Xlli.), C ~ O.
A3) L es uniformemente parabolico.
El operador L* adjunto de L, tiene la forma siguiente:
. au N a2 ~ ~ au ~i."]«] =-"t- ( L a ..(x,t)a ~ + L b':(x,t)-,\-+C"(x,t)u),




b. = -b .+2 I
l l, 1J=
N ",2a,.L a lJ
, . ldx.dx.l,J= l J
Con g:~ ~ R denotaremos a una funcion que cumple 10 si-
guiente:
a) g(x,t+T,u) ::g(x,t,u) en nxRXlli.,
b) ag es continua, ~. 0 v) e: F y g(o,·,v) e: F paraau au "
cualquier v e: F.
c) Existen constantes k1 > 0, k2 > 0 Y k3 > 0 tales
que g(x,t,u)-A1u ~ kllul-k2' para todo (x,t,u) E nXRxR y
existe un numero a tal que: 1~~(x,t,u)1 < k3, para cualquier
u e: [a,oo) y para todo (x,t) e: nxR (se puede suponer que
Ai > k1, pues A1 > 0).
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3. Res u 1tado p J'" inc i pa 1. EI principal pr-opos i to de esta
ultima seccion es probar el siguiente resultado, en donde
N* es el conjunto definido en la introduccion.
3. 1 TEOREMA. PaJLa eada fiE:: N~", excsre. un nUmeJto
0.( f 1) tal que. e1. pttobfenv.. de. V-Uz-ic.hle.t:
{u e: E y L [u] = g( 0,0, u) + f 1+s¢ en WlR}, (1)
tiene po~ fo meno~ do~ ~ofuc.1on~ ~i s < o.(f1) y po~ fo me-
nos una ~i s = o.Cf1).
En la demostracion de este teorema usaremos los Sl-
guient es lemas.
3.2 LEMA. Pana. eada f E F ewte una unic.a tlun-
c.16n u e: E que c.umpfe L[u] = f. AdemU ewten cons tanres
k
1
> 0 (fa c.ua1 depende .de. un nUme~o 6 E::(0,1), Mio) Y k2
ta1~ que:
a) IIuliE ~ k111L[uJIIF,
b) IIull 1+6 ~ k211 L [u] t,·
3.3 LEMA. Pana. c.ada r > 0, ewte W1a eonsrard».a
R(ro) > 0 tal que ~i f E:: F, u E E Y L[u] = g(o,·,u)+f en
DXJR y II flloo < ro' ento nc.~ II ul11 +6 ~ R( r 0) (en toda. es ta .s ec-
c.16n 6 e:: (0,1) Y ~ e »nntie.ne M-i 0) •
3. 4 LEMA. Sean
E = {f E C1+6(nxJR) If == 0 en ClD>1R,f(x,t+T) == f(x,t) en DXJR}
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M[u] = L[u]+du pafLq.todo u e E, e.ntonc.u pana. c.ada t eJR,
fa aplic.acion de.6~nida de. E e.n E POfLHt(v) = iM-1(g(. ,·,v)
+ dv + f1 + t<P), paM c.ada v e:: E, uta b~e.n de.Mnida tj e.1.l
covu.inuo: tj c.ompac.ta (en toda est a secc ion E t endr a el mi s-
rna significado).
Este lema nos permite hablar del grado de Leray-
Schauder: dg(I-Ht, G,p) donde G es un conjunto abierto y
acotado en E y peE.
3.5 LEMA. S~ f1 e: N~'~ tj to < 0(f1), e.ntonc.U e.W-
te.n dos 6unc.{onu u e E, u e:: E, tat.es que.
Llu] > g(.,. ,u) + to<P + f1 e.n ~~,
L[u] < g(. ,.,~) + to<P + f1 en ~~, tj u < u en ~~.
3. 6 LEMA. Sea
{
g(X,t'~(X,t))+d1~(X't)' I.l~ s <: ~(x,t),
g(x,t,s) = g(x,t,~)+d1s, I.l~ ~(x,t) < s < u(x,t),
g(x,t,u(x,t))+d1u(x,t) I.l~ s ~ u(x,t),
donde I*( x , t ,s ) I < d 1 e.n
g U una 6unuon aeo tada
~ x:RX [~,oo] tj ~ = min u , Entonc.u
D~ -
tj no de.c.fLe.c.{ente en la v~able s.
El lema anterior se usa en la demostracion del si-
guiente lema:
3.7 LEMA. S~ t < 0(£1)' if Ht cs la 6unci6n de.a aE en E de.6~nida POfLHto(v) = iM-1(g(. ,.,v)+to<P+f1) pafLa c.a-
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da v t:E, donde M[u] = L[uJ+d1u, y.ta 6unC-ion i:E -+ E eo
fa .-tnyec.uon, entonc.eo excst». un nUmeJw tteal R > 0 :tal que
I/Hto(v)II1+S < R, patta :todo v t: E.
3.8 LEMA. (R menuonado en u Lema 3. 7). S.-t
u t:EI~<u < u en SlXIR,
G = au < au < alJ en aSlXIRan an dD
II ull1+S < R,
'".i ) G eo un con] unto no vacdo , ab.-tett:to y ccnvexo de E y
Ht I G ::Ht I G.a a
ii) dg(I-Ht ,G,O) = 1.a
iii) ExJA:te un nUmeJto R - :tal que dg(I-Ht ,BR ,0)> R = 0a a a
dande BR = {u lO: Elllull1+S < R }, Y dg(I-Ht ,D,P), dena-a a a
:ta U gf1.ado de (I-Ht ) en P, ttuat.-iva aD.
0
Ve;"0.6:t!t.aC-ion du TeaJte.rru 3. 1. Supongamos que
to < a(f1)· Par el Lema 3.8, dg(I-Hto,G,O) = 1,
dg(I-Ht ,BR ,0) = 0 y BR ~ G. Par un resultado estandara a a
de,la teoria del grado (ver [7], Teorema 4.3.9), 10 ante-
rior implica que dg(I-Ht ,(BR'C;),O) = -1; par tanto, exis-o a
ten dos funciones, "i e:: G, u2 e:: (BRa' C;), tales que Hto (u1)
= u1' y Hto(u2) = u2. Esto quiere decir que:
Estas dos identidades son equivalentes a:
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00Para demostrar (ii), denotemos con {t} 1 a una sucesion
n n=
de numeros reales que cumple las condiciones tn < a(f1) pa-
ra cualquier entero n ~ 1, Y 11m t = a(f ) = t*. Lo ante-
n~ n 1 00
rior implica que existe una suces ibn de funciones {un} n=l
en E tal que L[u] = g(o,o,u )+t <P+f1 en S'XJR, para todon n n00n ~ 1. Puesto que {tn}n=l es una sucesion convergente, exis-
te r > 0 tal que Iltn<p+f11IUl~ Itnlll<P~00+llf1100< r para todo
n >; 1. Por el Lema 3.3, existe R(r) > 0 que satisface
~un~1+8 < R(r) para todo n ~ 1. Ahora bien, como la inyec-
A 00
cion i:E ~ F es compacta, existe una subsucesion de {un}n=l'00
denotada tambien con {un}n=l' que converge a una funcion
u E: F, en la norma de F. Por tanto: IIu -ull00 ~ 0 cuandon
n ~ 00 Lo anterior implica que existe r > 0 tal que u ~ rn
y u ~ r en ~XR, para todo n ~ 1. Se puede suponer, por otra
parte, que l~x,t,s)1 ~ k3, para todo (x c t ) E:a><:R y s ~ r
Por tanto,
cuando n ~ 00. Por el Lema 3.2, existe entonces una funcion





= i< Ilg(· • u) + t ¢-g( •• u)-t~"¢ll
1 " n n " 00
~ i<1~g (• ,• ,un) - g ( • ,• ,u ) II 00+ i<111¢1100Itn- t~',I
~ i<1k 311un -ull00+ k 11 ¢ II00I t~',-tn I -+ a
si n -+ 00. POI' 10 anterior, tenemos
en la norma de F. Como IIu -u~ -+ a. n 00
u = v. POI' (10), podemos concluir finalmente que
que u -+ v, cuando n -+
n
cuanda n -+ 00, tenemas
00,
Ve.m0.6.:tJc..a.uon del Le.ma. 3.2. Denot emos con x = (x1, ... ,
x ) a un punta variable en Rn y sean s = min x1 y "i = m~x x1nOn ny(s1-so) Y(X1-So)Si l/J(x)= e - e donde y > 0, entances l/J(x)~a
en n y L(l/J)(x,t) ~ my2 - ky, don de m es la constante asocia-
da a L pOI' ser uniformemente parabolico, y k es la cota de
Ib1(x,t)! en ~~. Seleccionamos y > a 10 suficientemente
grande para que L(l/J)(x,t) ~ 1. Haremos la demostracion para
f E F, f(x,t) ~ a en QXR, y f(x,a) = a. La demostracion en
el caso general es facil, sando este caso particular. Deno-
temos con v(x,t) = l/J(x)IIflooy con z(x,t) a la solucion del
problema inicial con valor en la frontera:
L[z)(x,t) = f(x,t) en nx[a,oo), z(x,a) = 0,
z lanx [0,00) = a.
Puesto que L[z) ~ a en ~x[a,oo) y z = a en anx[o,oo) unx{o},
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siguese, por el principio maximo, que z(x,t) >, ° en Dx[O,oo).
Hagamos zl(x,t) - z(x,t+T), para t >, 0. Ya que f c; F y los
coeficientes de L son T-periodicos en t, entonces L[zl] = f.
Como
y (zl-z) Id~X[O,OO) = 0, tenemos que
z(x,t+T) en ~x[O,oo). Por tanto, si
sulta que z (x,t) ~ z l(x,t) param m+
Puesto que L[v](x,t) = IflooL(~)(x,t) >,




m >, 1, Y
~ f, y
v(x,O) >, 0, se deduce del princlplo maximo, que z(x,t) ~
Y(Sl-So) . .v(x,t) ~ dl~f~oo, donde d1 = e . Por conslgulente,° ~ z (x c t ) ~ z l(x,t) ~ d111fll00en ~x[O,oo) para todo m >1;m m+
esto es, el lim z (x,t) _ u(x,t) existe en ~x[O,T]. Sea
llMOO m
8(t) una f'unci on suave, definida en [0,00), tal que 8(0) = 0
y 8(t) = 1 para t >, T/2. Si para cada m ~ 1, escribimos
W = 8z , entonces L[w ] = 8 z +8f = h , en ~x[O,oo). Ahora
m rn rn rn m
bien, por estimaciones previas tenemos que Ilhmloo~ d211flloo,
en Dx[O,oo), donde d2 es independiente de f. Dado que wm = °
en d~X[O,OO) USlX{O}, por un resultado conocido (ver [8],
pags. 342-343), para cualquier r > 0 existe entonces d3 =
d () 1 II II SIx [O,r] d Ilh lS'x[o,r] S' > T/23 r ta que, wm 1+6 ~ 3 moo' l r ,
vemos que
n z n SIx [ T1 2,r] < d II h ISIx [ ° ,r] < d d I fllIImHl+B ... 3D moo "2 3D 00' (11)
para todo m )- 1.
Como la inyeccion de Cl+6(~x[T/2,r]) en
Ca(Slx[T/2,r]) es compacta, existe una subsusecion de
{zm}:=l que converge en Ca(~x[T/2,r]) y puesto que cualquie-
ra de tales subsucesiones converge a u(x,t) en ~x[T/2,r],
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tenemos que u E Ca(~x[T/2,r]) y ~z _u~nx[T/2,r] ~ 0, cuan-m a
do m ~ 00, para todo r > T/2. Denotemos con ¢ a una funcion
suave tal que ¢(T/2) = 0, ¢(t) :: 1 para t ~ T. Sea n>m ?-1;
ya que ¢(z -z ) = 0 en anx[T/2,00) U~x{T/2}, por un resulta-n m
do conocido (ver [3] pag. 65, Teoremas 6 y 7), para todo
r > T/2 existe una constante d4 = d4(r) independiente de m
y n que cumple
1I<1>(z-z )l/nX[T12,r] < d ~L(¢(z -z ))/lnx[T12,r]n m 2+a <, 4 n rn a
Ya que
IIL(<1>(z-z ))\nx[T/2,r]n m la = II¢ (z -z )ll
nx[T12,r]n m a
~ d II z _z ~nx [T/2, rJ
5 n m a
se tiene que:
~z -z IIDX[T,r] ~ I/¢(z -z )11S'ix[T12,r]~ d d liz -z II~x[T/2,r]n m a+2 n . m 2+a 4 5 n m a
Lo ante~ior implica que {z }oo converge a u en c2~~x[T,rJ),
n
para cualquier r > T. Esto quiere decir que u es de clase
C2+a en nX[T,rJ, para r > T, Y para XE ~ Y t > T, se tie-
ne errtonc es u(x,t+T) = lim z (x,t+T) = lim z 1(x,t) =~m m~m+
u(x,t);ademas para x Ean y t ,:? T, ut x c t ) = limz (x,t)=O;y
m~ m
existe una unica extension de u a ~x~, que es T-periodica
en t. Si denotamos esta extension otra vez con u, entonces
u EE y L[u] = f. Retornando a la desigualdad (11) tenemos
que
~u~ = lim~z ~nx[T,2T] ~ lim~z I~X[T/2,2T]
1+6 -m~ m 1+6 m+oo m 1+6
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La unicidad es consecuencia inmediata del principio
maximo. Por 10 tanto, el operador L:E + F es uno a uno y
-1sobre. Por el teorerna de la funcion abierta, L es conti-
nua; en consecuencia, existe una constante k1 que satisface
la desigualdad (a). ~
V0mo~tnaQ~6n del Lema 3.3. Usando las hipotesis so-
bre la funcion g y las relaciones cornunes existentes entre
el operador L y su adjunto L*, es facil demostrar que para
r dado, existe r1 > 0 tal que si UGL:E,f e:: F, II ft) < r00
y L [o] = g(oo,u)+f ent onces II ull00 ~ r 1. Si fe::F, u e::E,
II fll00 < r y L[ uJ = g(o ,o,u)+f, entonces0
Ilu111+8 < k2I1L[uJlloo'~k2(h(o,o,u)1100 + Ilf!oo)
~ k2[k311u1l00+ ~uplg(x,t,o)1 + IIfllooJ
r2XIR.
~ k2lk3r1+r +~uplg(x,t,o)IJ ::R(r) .•
o r2XIR. 0
Las dernostraciones de los lemas 3.4, 3.6 Y 3.7 son
inrnediatas.
V0mo~tna~6n del L0ma 3.5. Tomernos to < t1 < a(f1),
(t1 fijo). Por (5), existe una funcion ~ e::E tal que
LluJ = g( 0,0 ,~) + t1¢ + f1 en rl~. Como ¢ > 0 en 0XF, se
tiene
Sea r1 = ~~(f1+to¢). Para f = -k2+(r1-1), par (9), existe
una func i on u e::E tal que
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en D~. Puesto que
tenemos:
(12 )





)z+h Y h > 0 en D><JR,par (9) tenemos que 0 < Z = u-u
en D><IR. A
V~o~t4ac£6n del L~a 3.8. La demostracion de (i)
es consecuencia directa de las definiciones de G y Ht . Pa-a
ra demostrar (ii), supongamos que v ~ E, u = Hto(V) y u ~ E
A
C E. Par el Lema 3.5 te~emos que:
= g(o,o,u)-g(o,o,v) ~ 0 en DXJR.
De esta desigualdad y del principia del maximo para las ecua-
- a -ciones parabolicas, se deduce que u-u > 0 en DxP y ~(u-u) <0
en a~}<]R.Usando este mismo argumento podemos probar que
au/a;; < au/ar; en aD><JR. Ya que II uI11+13 = II Hto (v)1I1+13 < R
(ver Lema 3.7), tenemos que u = Ht (v) ~ G, para todo v ~E.o
Tomemos ~ ~ G, (~ fijo) y consideremos la homotopla compac-
ta HA(V) = AHto(v)+(1-A)¢, 0 $. A.( 1, para todo v c;;: E. Ya
que ~t (v) E G Y ~ es un conjunto convexo, se sigue que
~ a
HA(v) E G, para cada vEE yO$. A $. 1. Par la propiedad de
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invariabilidad de las
:\ t:n:;)fi,;'/ \i.l rtIJ..t_'ONAL
I ~iFtl lr~,.r'''''''''-' -.-~ -.. ~l_'.J. ./\:, l'~/' ~"P.TiCA.s I
hornot~{'a8~~:~i~ ..~t~9'~f{-::aelgnado,
obtenemos: dg(I-~~ ,G,O) = dg(I-~1,G,O). Como Ato = ~1' ~o
es constante en E (~o = ~), se tiene que 1 = dg(I-~ ,G,O)o
= dg(I-H1,G,O). Puesto que ~tolG = Hto'G' se sigue que




Para demostrar (iii) seleccionemos un numero real t1 tal
que t1 > a(f1) y "i > Itol. Para ra > IIf1t, + t1~<Pt:,?
IIf1+t1<P1100'por el Lema a.s existe R(ra) > 0 tal que si r e r,
Ilflloo< ra Y Llul = g(o,o,u)+f en~, entonees
(13)
Si t E [to,t1] y Ht(u)
g(o,o,u)+f1+t¢ en QxR
"-
= u, U E E, entonees L[u] =
y
Por esta desigualdad y por (a) tenemos que II uI11+f3 < R(ra) ~
max{R(ra), R+1} = Ro' Por tanto, si II uI11+f3 = Ro, u E E y
t E [to,t1] entonees u f Ht(u). La invariabilidad de las ho-
motopias en 1a teoria del grade nos dice ahora que
(14 )
Como t1 > a(f1), el problema periodieo de Dirichlet {u E E
Y L[uJ = g(o,o,u)+f1+t1<P en rP<R} no tiene soLuc ion en virtud"-de (5), por consiguiente (I-Ht1)(v) f 0 para cualquier vEE,
10 eual es equivalente a deeir que:
(15)
247
De (14) y (15) deducimos finalmente que 0 = dg(I-Ht1,BRo'0)
= dg(I-Ht ,BR ,0). •o 0
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